Un estudio sobre la exactitud del M.E.F. Aplicación a la barra recta a extensión by Samartín, Avelino
Un estudio sobre la exactitud del IVI.E.F. Aplicación a la 
barra recta a extensión. 
Avelino Samartfn Quiroga 
Catedrático de Cálculo de Estructuras de la E.T.S.I.C.C.P. 
de Santander 
l. INI'IDDUCCION 
El objetivo de este artículo es fundamentalmente didacti-
co. Corresponde a un resU!l'en de una rronografía escrita sobre el 
tema [1], corro report interno del Departamento de Análisis de 
las Estructuras de la Escuela ~ca SUperior de Ingenieros de 
Caminos, Canales y Puertos de Santander, e intenta presentar co 
rro varia la exactitud -o velocidad de la convergencia- en los re 
sultados obtenidos mediante el rrétodo de los elenentos finitos -
{MEF) • Con objeto de reducir al máximo el esfuerzo canputacional 
se ha considerado un problema de continuidad C0 , y unicamente un 
elenento aislado, concretamente, el caso de una barra aislada de 
sección variable bajo acción axil. Este ejemplo sencillo no per-
mite deducir conclusiones definitivas y extensibles a otros ca-
sos pero si probablenente, obtener algunas indicaciones sobre la 
importancia de algunos aspectos de MEF en relación con la exac-
titud de los resultados. 
Evidentenente la eficiencia canputacional no puede ser eva 
luada en las características de un elenento aislado, ni incluso-
en constelaciones de elementos idénticos sino en configuraciones 
reales de mallas. En efecto, se comprende el núrrero de parámetros 
que estan implicados en una evaluación de este tipo. Aquí solo -
se citan algunos: 1) Características de las funciones de forma -
(continuidad interior (2] o exterior [3l , grado de funciones ~ 
linanicas, cornpletud de los polinanios ( 4] etc.) , tipo de el~ 
tos (topologico, dimensionalidad, gearetrico, etc.), configura-
ción de la malla, clase de resultados que se estudian, acciones, 
procedimientos numéricos y discretización, etc. 
2. MATRIZ DE RIGIDEZ Y CARGAS EQUIVALENI'ES EXACI'AS 
Dentro de la teoria lineal de cálculo de estructuras la -
ecuación que rige el comportamiento de una barra recta de longi-
tud 1, sección variable A{x), (figura 1) y rrodulo de elasticidad 
E, es: 
d (FA du) 
ax ax o para X E(0,1) (1) 
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ó du X= 0 u=u EA-= -p para 1 dx 1 (2) 
u = u2 ó 
EA du = p2 para X= 1 dx 
con u = u (x} el rrovirniento lOD3'i tudinal de la sección para la abs 
cisa x. 
Se puede expresar la natriz de rigidez k de esta barra ne 
diante la resolución de la ecuación (1) y las pertinentes corrli-
ciones de contoroo (2), resultando para el caso de variación li-
neal de la sección A (x) entre los valores de los extraros ~ y~· 
l1 -1] ~=k ~ -1 1 (3) 
(4) 
(area rredia) (5) 
(6) 
Las cargas equivalentes a una unifornarente distribución 
en toda la longitud de la barra con intensidad q son: 
(7) 
( 8) 
Los valores de estos paráretros para distintos valores del 
coeficiente ~ se representan en la tabla 1. 
3. Ef...Fl.1ENIOS SIMPLES DE OOS NUOOS fiN FUOCICNES DE FQR-1A LINFALES 
A TroZOS 
3.1. UN TRAMJ UNIQ) LINFAL (Figura 2) 
En este caso los coeficientes de las natrices de rigidez y 
del vector de cargas equivalentes alcanzan los valores irrleperrlien 
tes de ~· 
-
k = 1 y p = 0.5 
3 . 2 • OOS INl'ERVALOS IGUALES (Figura 3a) . 
k= 2-4v+4v2 +~(1-2v) 
- 2v + 1 
p = 4 
(9) 
(10) 
Estos valores pueden rrejorarse introducierm la corxlici6n 
de que la ordenada v produzca un mtninc de k, es decir: 
1 1 
v=2+4lJ 
oon lo que se deduce: 
- 1 2 k=1-¡lJ 
- 4 + " p = --:~ .. 8 
3. 3 • Jn; INl'ERVAIJlS DESIGUALES {Figura 3b) • 
Resultan los par &retros del elem:mto: 
- 2 2 2 1 k= {2-4v+4v +l.! {1-2v+2:\ {1-2v+2v )+:\ {1-2v)} --2 
- 2v + 1-:\ 1-:\ 
p= 4 
{11) 
Calsiderando el valor de v que hace ~~ = O se deduce: 
k _ (2 + lJA + lJ) (2 + lJA - lJ) 
- 2 (1 + lJA) 
2 
- _ 1 lJ (1- A ) 
p - 2 + 8 {1 + lJA) 
3. 4 • N-1 INl'ERVAIJlS IGUALES {Figura 4) 
l.Ds par &retros del elarento son: 
- - N=1 2 2i -1 k = {N-1) i,g1 {vi+1 - V{) {1 + lJ ( N-1 - 1)} 
- 1 N=1 




Si se eligen los valores de v . tales que minimicen a k, 




- 1 1 1 N=1 . 
p = N- 1 {-2 + S i~1 (N- 1 - 1) ai} 





ai = 1 + 2i-1 -\.1 --\.1 N-1 
Particularizando para distintos valores de N las f6rmul.as 
(15) se deduce la siguiente tabla 2: 
TABIA 2 
k -N p 
2 
1 + \.1 3 1- L 4 2 8 
4 1 - 8\.12 1 + 4\.1 2 2 27-4\..12 27-4\.1 
2 2 2 
5 1 - \.1 (80- 9\.1 ) !. + \.1 (80 - 9\.1 ) 2 2 32 (16- 5\..12) 16(16-5\..1) 
2 2 2 
6 1 - 8\.1 (125 - 32\.1 ) !.+ 4\..1(125- 32\.1) 
. 2 4 2 3125-1500\..12+64\..14 3125-1500\..1 +64\..1 
se cx::rrprueba que cuando N tiende a infinito se obtienen 
cxno limite los valores exactos de los paránetros dados por las 
expresiones (4) y (8). 
3. 5. N-1 IN.l'ERVAIDS DESIGUALFS 
Los par&retros del elemento son en este caso: 
2 
- N=1(vi+1- vi) 
k= i~1 Ai+1- Ai {2 + \.I(Ai + Ai+1)} 
- 1 N=1 
p = 4 i~1(Ai+1- Ai) (vi+1 +vi) 
(16) 
Si ~ seleccionan las ordenadas de m::do que minimice el 
parmretro k, resultan los nuevos valores: 
sierrlo 
- 1 k=-s 
- 1 N-1 i-1 p = -4 .¡16A.{6v. + 2 .~1 6vJ.} l.- l. l. ]-
(17) 
Si se eligen a su vez los intervalos t.'A. (o valores de -
las abscisas 'A • ) OCil la oondici6n de mi.niJto pafa k se obtiene 
que deben de s!tisfacer estos la siguiente igualdad: 
al= a2 = a3 = •••••••••• = ~1 
es decir: 
oon 
t.'A. = a-1 p(l+p)i-1 
l. 
a = _!!__ 1-ll 
1 
p = (l+ll)N-1 - 1 
1-ll 
los par&tetros del elerrento soo en este caso: 
1 
(l+p)N-1 + 1 
p = ~ +...!.. {1-....L 1-ll } 
¿ 2ll N-1 1 







4. EJ:.aF2oENOC6 SIMPlES DE InS NUinS CDN FUOCICNES DE FOR-fA W LI-
NEALES 
4 .1. INI'KXXXX!IOO 
Se deben de utilizar polinanios CCII{lletos si se desean 
obtener resultados cxmvergentes o oon error aootaOO. Se pueden 
e.xt.errler la tácnica desarrollada en el apartado 3, pero oonsi-
derarxk> ahora funciones parabolicas de segundo grado. 
4. 2. InS "rRAt-m IGUALES (Figura 5) 
Las ñmcic:nes de fonna oonsideradas son: 
N - ~ (~-1) 
1- 2 
N - ~ (~+1) 
2- 2 
2 
- V(~ -1) 
2 
- (1-v) (~ -1) 
(23) 
que corrlucen a los siguientes valores de los parárcetros: 
- 4 k = ~(1-2v) (1-2v-ll) + 1 
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- 5-4v p = -6-
a k Eligiendo V de nodo que av = 0 se ootiene: 
- 1 2 k=l-3lJ 
- 1 lJ 
p=2+6 
4. 3 • OOS T!W-03 DESIGUALES 
(24) 
Las fill1ciones de forma constituyen una extensi6n de los 
(23) 1 es decir: 
N = (~-1) (~-A) ~2-1 2 (1 +A) +V--1 A2-1 
(~+1) (~-A) E;2-1 N = 2 (1- A) + (1-v)--2 A2-1 
y los correspondientes parárretros son: 
k = .!_ A-1 + 2v (A-1 + 2v _ lJ) + 1 3 A2 - 1 A2 - 1 
3A2 + 2A - 5 + 4v p = ----:::------
3(A2 - 1) 
a k Si se elige v de fonna que ~=O se deduce: 
V = ~lJA 2 - 2A + 2 - lJ} 
y los parámetros son iguales a (24) • 
(25) 
(26) 
La anterior técnica se pcxiria extender introduciendo N-2 
puntos interrredios 1 con abscisas equidistantes o no y ordenadas 
arbitrarias. De esta forma se definiria un polinanio de Lagran-
ge y los parámetros k y p correspondientes. IDs valores de las 
ordenadas y eventualrrente de las abscisas (en el caso de tram::>s 
desiguales arbitrarios) se deducen nediante la condición de nú.-
nim:> de k. 
Una posibilidad de familia de elarentos, relacionadas -
con la anterior 1 corresponde a considerar paréft:x:>las de grado K, 
que pasan por K+ 1 puntos interiores, de nodo que la funci6n de 
forma sea continua, pero con derivada discontinua. De este nodo 
se abtendrian elarentos parabolicos en varios trarros, analoga--
rrente a a::rro se carent6 en el apartado 3 anterior. 
5. ELEMENTOS OON TRES GRAOOS DE LIBERI'AD 
5 • l. INIIDOOCX:ION 
Si se designa con el subirrlice "a" al grado de libertad 
adicional a los rrovimientos y fuerzas en los nudos extrenos del 
elemento, se ootiene la IlBtriz de rigidez y cargas equivalentes 
del elemento s:inple oon 2 gdl mediante oondensaci6n estática, es 
decir 1 la matriz de rigidez del elarento total es: 
se deduce la IlBtriz de rigidez oorrlensada k lllE!diante la expre--
si6n: -
E.* = k d* oon k= k - k k-1 k 
-<:lO ~ -aa -a.o 
y analogamente para el vector de cargas 
resulta 
5. 2. ELEMENlO OON OCS NUOOS. ~ (Figura 6) 
Por oondensaci6n se deducen los par&netros del elat&lto: 
- 1 2 k=1-3ll 
- 1 ll p=2+6 
que coinciden oon la f6nmla (24). 
5. 3. EI.D1ENroS CDN TRES NUJn) (Figuras 7 y 8) 
ü:s parárretros del elemento resultan tras la c:x::>OOensaci6n 
indeperxlientes de la posici6n del nlXio intennedio (central o no) 
y del grado de libertad existente (esencial 6 derivado-desplaza 
miento, giro 1 cw:vatura) , es decir, vienen expresados por las = 
fOlltlllas (24). 
Las ideas del apartado 5 anterior pueden extenderse al -
caso de N grados de libertad (N ~ 3) y utilizar la ~ca de -
la oondensaci6n estática para deducir los parámetros del elemen 
tos:inple. -
Se oontarplan tres grandes grupos de estos elementos: 
(A) Con dos ntrlos o hiperelE!lrel'ltos. (B) con K nudos (2<K<N) y 
(C) con N nlXlos o elementos s:inples lagrangianos. 
Es posible ootener una fonnul.aci6n general de los paráme 
tras para estos casos, sin arbargo, a efectos ilustrativos solo 
se nuestran los oorrespon:lientes a la si tuaci6n de N = 4. 
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El hiperelenento de dos nudos (figura 9), de tres nudos 
(figura 10) y elenento de cuatro nudos (figura 11) conducen a -
los mi.snos valores de los par&netros (tras la oondensaci6n está 
tica): -
2 
k = 1 - __;;.,:5l-l:;.;.._.,. 
1S-4i 
(27) 
7. EJ:..EMENro5 CXM'UES'roS 
Se puede oonsiderar un elerrento sinple oonsti tuido por -
varios subelementos. La técnica de cálculo seria de cx:J11?0Sici6n 
de las rcatrices y vectores de los subelementos y su COI'Xlensaci6n 
estática posterior. 
Si el elercento está CCI'Ip\.)esto pornsubelanentos sinples -
iguales de par&retros: 
y 
se puede nostrar la siguiente f&nula: 
k = 1 
-n+ 1 ( lJ) ====:1:::~:-+-_-_-_-_-..;;;.':""1:::: (28) 
(2-¡.J) \t (2~lJ) (2+}J) ~ (2~lJ) 
Por otra parte existe la siguiente relaci6n entre los pa-
r&retros: 
(29) 
Por ejE!ITplo si se oonsideran dos elanentos sinples se oo 
tiene: 
(29) 
Si dos de estos elementos (iguales) se a:rcpol)ei1 en tmO -
nuevo, se obtiene por aplicaci6n reiterada de la ex¡)resi6n (28) 
y (29) : 
2 2 k = 1 - lJ (80 - 9}J ) 
16(16 - 5}J2) 
(31) 
4 P = 1 + JJ(80 - 9H ) 
'! 32 (16 - slJ2) 
Si se utilizan dos elerrentos sinples oorrespondientes a 
una ccn:lensaci6n de tres nudos, es decir: 
1 2 k =1--f.l o 3 
se deduce: 
2 2 
k - 1 - f.! ( 12 - fJ ) 
1 - 2 12 (3 - f.! ) 
2 p =! + f.l(12 - f.! ) 
1 2 24(3- fJ2) 
y - 1 1 Po= 2 + 6 f1 
(32) 
Caro últilro ejanplo si se oonsideran dos elerrentos s:i.rrples 
procedentes de la condensaci6n de hiperelanentos de dos nudos -
( 4 gdl) 1 es decir 1 con los parárretros 
2 k = 1 - sf.l P = ! + __ s..:..,fl_~_ 
o 15-4f.l2 y o 2 2(15 - 4f.l2) 
resulta: 
2 2 4 k - 1 - f.! (400 - 180f.l + 3f) ) 
1- 2 4 
1200 - 860f.l + 72f.l 
(33) 
2 4 
P- - 1 + f.l(400 - 180f.l + 3f.l ) 1 - '! 2 4 1200 - 860f.l + 72f.l 
El proceso anterior de cc:nposici6n de subelerrentos se pue 
de desarrollar sin necesidad de utilizar subelaoontos sinples 6 = 
hiperelerrentos condensados. La fo:rmulaci6n general es de interés 
y se carplica. Por ejenplo 1 el elerrento cx:xnpuesto de dos hiper--
elenentos de 3 gdl y 2 ntrlos (figura 12) 1 oorrluce a los valores 
de los par &retros: 
2 k = 1 - 4f1 2 3(4-fJ } 
- 1 4fJ p=2+ 
6 (4-/} 
8 • EI..EMENia) FSP:OCIAI.ES 
(34) 
Existen otras tÉcnicas de generación de matrices de rigi 
dez y cargas equivalentes de elerrentos finitos que no pueden --
ser incluidas en los apartados anteriores. Una de ellas, de gran 
irrportancia ccrrputacional corresporrle a los procedimientos de i!!_ 
tegraci6n reducida y selectiva . En particular en el proceso de 
corrlensación estática no es preciso, para alcanzar idénticos re-
sultados a los exactos , ~aluar las integrales oon el orden de 
integraci6n exacto (núrcero de :puntos de Gauss). La inportancia -
de este tata y su extensi6n en el ejenplo de la barra recta inpi 
de su exposición detallada. Se dará aquí en las oonclusiones al-
gunos resultados obtenidos de la exper.irrentaci6n llevada a cabo. 
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9 • CCN.:LUSIONES 
En los apartados anteriores se ha planteado el prd:>lema 
¿e la velocidad de convergencia del método de los elementos fi 
ni tos en sus táminos nas generales, i.rrlicarrlo algunos de los-
nurrerosos parámetros de los que deperrle. 
Con objeto de evitar la carrplicaci6n algebraica del reto 
do de los elarentos finitos, que aparece en el tratamiento de= 
problemas de dinensi6n y continuidad elevadas, se ha considera-
do en este estudio el caso nas si.rrple de la oolurma recta {pro-
blema. 1-D con continuidad C0 ). Para este caso, solo se han estu 
diado los paránetros caracter.ísticos del elarento que pueden in 
fluir en la velocidad de convergencia del cálculo, llevando a = 
cabo un estudio ntlrlérico que intenta cubrir exhaustivamente las 
posibilidades actuales. Sin erbargo oo se ha realizado nirqún -
intento de resolver inp:>rtantes problemas anejos, estrechanente 
relacionados ron el aqu.í tratado, en especial: 
a) Sistematizaci6n y 11C.Irel1Clatura de los distintos elemen 
tos. b) Generación autatática de funciones de fonna y matrices = 
de rigidez y cargas equivalentes en familias de elementos e) <:p-
tiroización de mallas. AsimisnD no se han considerado otros pará-
rretros del elemento -matriz de resultados, matriz de masas con-
sistentes, etc.- que pueden ser decisivos en la exactitud final 
de los resultados de un cálculo. 
Con estas limitaciones, y de la observación de los valo-
res ntlrléricos de los paránetros de distintos elementos y su can 
paración ron la solución exacta, se puede concluir: -
1) En la exactitud de los resultados, es inparta.nte ele-
gir funciones de defonnación {matriz B que relaciona 
defo:rmaciones-rcov.i:mi.entos) que permitan similar el ma 
yor número de estados de defonnaci6n arbitrarios. A es 
te respecto, los criterios de defonnación nula y cons-
tantes, necesarios para la convergencia pcx:lrían ser am 
pliados muy fácilmente, ron relación a la velocidad de 
convergencia en la siguiente direcci6n: Definida una -
base de funciones OFtogonal sobre el elemento, el miDd. 
100 número de las prirreras funciones de esta base sus-= 
ceptibles de ser anuladas con milllnD ·de error pcx:lría -
ser un indice de la velocidad de convergencia. 
2) Con referencia a la conclusión anterior, funciones de 
defo:rmación discontinuas, constituidas por polin:mios 
a trozos, pueden ser más eficientes que funciones po-
linanicas de varios ordenes superior. Esta eficiencia 
crece al dejar, si es posible, arbitrarias la posición 
de los distintos puntos de discontinuidad, es decir, -
de cambio de expresi6n polinómica. 
3) la i.rrportancia de las funciones de fo:rma queda relega-
da a estos efectos a ·C'liiil?lir los requerimientos de con 
tinuidad mínima. Sin ercbargo, en la ClJIIParación entre-
elaoontos confonnes, la inpartancia estriba en el gra-
do de las funciones de defonnación o, en general, en -
la posibilidad de simular cualquier estado de defonna-
ción. lDs ejanplos de elarentos oon ñmciones de fo:rma 
parabolicas (apartado 6. 3) , distintas oorrluc1an tras -
la oorrlensación, a idé1tioos resultados de la rratriz -
de rigidez y cargas equivalentes. 
4) Con relaci6n a elarentos a:mpuestos, si los subeleren-
tos son sirrples, se deducen valores de . k y p mas exac-
tos si bien esta rrejoria es extraordinariarcente mas -
lenta en cx:mparación oon la d:>tenida oon subelementos 
mas adecuados ( sirrples obtenidos por oorrlensación) o -
directarcente hiperelarentos de tres mrlos. Cclrparense 
a estos efectos los resultados del apartado 7. Es de-
cir, la oamplicación del cálculo (número de subelaren 
tos) no significa necesariamente un rrejor refinamiento 
en los resultados. 
5) La inpartancia del procedimiento de integración numéri 
ca oo debe de ser disninuida. Existe evidentarente un-
núne:ro te6rico de p.mtos de integración que oonduce a 
resultados exactos en k y p, y que, por lo tanto, es -
ineficiente utilizar un núrrero rrayor. Mas aun con un -
núnero de puntos inferior al teórico es posible obte-
ner (a partir de rratrices aproximadas del elarento to-
tal) rrediante oondensación valores exactos C.e los pará 
rretros k y p. -
6) -En el curso de este estudio, se han obtenido varias -
fámulas de caracter general, entre las que cabe des-
tacar: 
-Expresión de las ñmciones de for.ma en hiperelaren-
tos de K p.mtos y orden N. 
-obtención na:liante recurrencia de las expresiones de 
las características de rigidez k y carga p a partir 
de N subelementos. 
-Matrices de rigidez y cargas de elarentos silrples oon 
funciones de fonnas lineales a trozos. caso general 
de trozos iguales y desiguales. Asirnisrco en oonexión 
con este problana, disposición de los _nudos intenre-
dios de m::xlo que la rratriz de rigidez sea óptima. 
Estos resultados representan un paso de la dirección de la 
generación autarática de elementos finitos, objetivo .irrpresci.rrli 
ble para la evaluación de la exactitud de diferentes rrallas. 
El estudio aqu1 presentado, puede servir de pauta para lle 
var a cabo una ~imentación mmérica en otros prablanas más -
ccmplejos. En especial, una etapa irrnedi.ata, aparte de la oonsi-
deración de otros tipos de variación de la sección de la ool~ 
oorresporrle al análisis de los elarentos de flexión noncxiiioonsio 
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nales ( 1-D orden el) , en do:rrle la simulación de funciones de for 
rna disoontinuas del tipo de las usadas en ( 5) presenta un interés 
especial. La extensión a los elementos triangulares y rectangula 
res e o -existen algunas familias ya estudiadas actuallrente- y e I; 
donde resultados generales son escasos, es el siguiente desafio 
que el analista en el nétodo de los elanentos finitos debe acep-
tar. 
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Soluci6n exacta. (Figura 1) 
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 o. 60 o. 70 0.80 0.90 0.99 
1.000 0.997 0.987 0.969 0.944 0.910 0.866 0.807 0.728 0.611 0.3H 
0.500 0.517 0.534 0.551 0.570 0.590 0.6.2 0.638 0.670 0.716 0.816 
Tabla 3. 
r.l ... nto simple con funciones c!le forma lineal. ·rrarn~ único. (Figura 2) 
¡¡ • 1.000 ¡; • 0.500 
Error•• 'absolutos .ak • k - kexac:to; 6p - P 
!J o.oo 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 0.99 
¡¡ 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 
¡; 0.500 0.500 0.500 0.500 0.500 0.500 0.500 0.500 0.500 0.500 0.500 
Ai 0.000 0.003 0.013 0.031 0.056 0.090 0.134 0.193 0.27~ u.389 0.626 
Ap 0.000 0.017 0.034 0.051 0.070 0.090 0.112 0.138 0.170 0.216 0.316 
Tabla 4. 
El ... nto ai•ple con funciones de foraa lineales. Dos tramos iqualos (Figura la). 
ii·t + t 
rrror•• absolutos A¡ • k - kexactC"l P - ¡;exacto 
o.oo 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 0.99 
¡¡ 1.000 0.998 0.990 0.978 0.960 0.938 0.910 0.878 0.840 0.798 0.7~5 
¡¡ 0.500 0.513 0.525 0.538 0.550 0.563 0.575 0.588 0.600 0.613 0.625 
.il< 0.000 0.001 0.003 0.009 0.016 0.028 0.044 0.071 0.110 0.187 0.381 
¿¡; o.ooo -0.004 -0.009 -0.013 -0.020 -0.027 -0.037 -0.050 -0.070 -0.103 -0.291 
Tabla 5. 
Elemento simple con funciones de fo~a lineales. Dos tran~s distintos. (Figura lb). 
Errorea absolutos Ak • k - kexaeto .ap • P - Pexacto 
o.oo 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 0.99 
1< 1.000 0.997 0.990 0.977 0.9~8 0.933 0.900 0.857 0.800 0.718 0.571 
¡¡ o.5oo 0.513 o.525 o.538 o.552 o.567 o.583 o.602 o.625 o.657 0.111 
6!< o.ooo o.ooo o.oo3 o.oo8 o.Ol4 o.023 o.o34 o.~so o.o12 0.101 o.u1 
6p 0.000 -0.004 -0.009 -0.013 -0.018 -0.023 -0.029 -0.036 -0.045 -0.059 -0.099 
Tabla 6. 
F.lement .. IJ•:.nle c::::n funcione" de for~t~a lineal. -:orea tramos iguales. (Figura 4). 
~ 8u 2 J<•1-~ 
27 - 4u 
¡; • 1 + 4LJ 
2 ~ 
Errores absolutos A~ • k - kexacto bp • ¡; - Pexacto 
o.oo o .10 o .20 o. 30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 0.99 
k 1.000 0.997 0.988 0.973 0.951 0.923 0.887 0.843 0.791 0.727 0.660 
¡; 0.500 0.515 0.530 0.545 0.561 0.577 0.594 0.612 0.631 0.652 0.672 
6JC o.ooo o.o~o o.oo1 o.oo• o.oo1 o.o13 o.o21 o.036 o.o63 o.u6 o.286 




Elemento simple con funciones de forma lineal~ Cuatro tr,amoa 1~uale1. (Pigur• ·U· 
Errores absoluto& ,o,k • k - kexacto ,o,p • P - Pexacto 
0.00 o .10 o .20 0.30 0.40 0.50 0.60 o. 70 0.80 0.90 0.99 
~ 1.000 0.997 0.967 0.971 0.948 0.918 0.878 0.029 0.768 0.692 0.607 
¡; 0.500 0.516 0.532 0.547 0.562 0.577 0.591 0.605 0,618 0.630 0.640 
6k 0.000 0.000 o.ooc 0.002 0.004 0.008 0.012 0.022 0.040 0.081 0.0.33 
Ap o.ooo -o.oo1 -o.oo2 -o.oo4 -o.oo~ -o.uu -0.021 •0.033 -o.o52 -o.oa6 -~.176 
Tabla B. 
Elemento aim.ple con funciones de forma lineal. Cineo t.ramoe i9uale1. (Fii)'Ur& 4). 
¡¡ • 1 - 8~ 2 (125- 32~ 2 ! 
3125- 1500~ 2+64~4 p- í + 4~(125-32~
2~ 
3125 - 1500~2 + 64 ~ 
Errores absolutos ók • k - kexacto ~:.p • p - ¡;exacto 
o.oo 0.10 o. 20 o. 30 0.40 0.50 0.60 o. 70 0,80 o;9o o.99 
¡¡ 1.000 0,997 0.987 0.971 0.947 0.915 0.874 0.822 p.756 0.671 0.572 
¡; 0.500 0.516 0.532 0.512 0.566 0.585 0.605 0.627 0.653 0.683 0.716 
.11< o.ooo o.ooo o.ooo o.oo2 o.oo3 o.oo5 o.oo8 o.015 0.028 o.o6o o.198 
Ap o.ooo -o.oo1 -o.oo2 -O.o39 -o.oo4 -o.oo5 -o.oo1 -o.ou -0.011 ·O.D33 -0.100 
Tabla 9. 
Caso de tres intervalos desiguales. 
1 
- (~)!r-I' +1 ~ 
k• 1 N-I 
¡1+~¡1r-I' -1 M 
Frror.ea at-.solutos óK • k - kexaeto 
o.oo 0.10 0.20 0.30 0.40 
(N • 4) 
o .so 0.80 0.90 0.99 
¡¡ 1.000 0.997 0.988 0.973 o.950 0.920 0.881 n.B29 o.76o 0.660 0.466 
¡; 0.500 0.515 0.530 0.546 0.562 0.580 0.599 0.622 0.650 0.689 0.769 
Ak 0.000 0.000 0.001 0.004 0.006 0.010 0.015 0.022 0.032 0.049 0.092 
Ap 0.000 -0.002 -0.004 -0.005 -0.008 -0.010 -0.013 -0.016 -0.020 -0.027 -0.047 
Tabla 10. 
Caso de cuatro intervalos desiguales. 
1 
{ 1+~ 1 !r-I'+l 
¡¡. M N~l (ti • 5! 
Errore• absolutos .Ak • k - kexacto ,o,p • P - Pexacto 
~ o.C1o o.1o o.2o o.3o o.4o o.5o o.6o o.1o o.8o o.9o o.99 
i< 1.ooo o.997 0.987 0.911 o.9n o.916 o.B74 o.a2o o.746 0.639 0.427 
¡; 0.500 0.516 0.532 0.548 0.565 0.504 0.605 0.629 0.658 0.701 0.789 
~~ o.ooo 0.000 0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.013 0.018 0.028 0.053· 
L>p o.ooo -0.001 -o.oo2 -o.oo3 -o.oo5 -o.oos -o.oo7 -o.oo9 -o.o12 -o.o15 -0.021 
Tabla 11. 
Caso de cinco intervalos desiguales. 
1 




Errores abaolueoa t:.i • k - ~exacto tP • P- Pexacto 
~ o. 00 0.10 o. 20 o. 30 o.4o o.5o· o.6o 
(N • 6) 
0.70 0.80 0.90 0.99 
¡ 1.000 0.997 0.987 0.970 0.946 0.914 0.871- 0.815 0.740 0.629 0.408 
¡; 0.500 0.516 0.532 0.549 0.567 0.586 0.607 0.632 0.663 0.706 0.799 
61< o.ooo o.ooo o.ooo o.oo1 o.oo2 o.oo4 o.oo5 o.oo8 · o.o12 o.ou o.o34 
6p 0.000 -0.001 -0.002 -0.002 -0.003 -0.004 -0.005 -0.006 -0.007 -0.010 -0.017 
Tabla 12. 
Element.o •1mple con funciones de forma parabolica. Tramo un:tco. (Figura 5) 
¡¡ • 1 - t ~2 
Errores absolutos Ai • k - kexacto AP • P - Pexacto 
~ o.oo 0,10 0,20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 0.99 
¡¡ 1.000 0.997 0.987 0.970 0.947 0.917 0.880 0.837 0.787 0.730 0.673 
¡; 0.500 0.517 0.533 0.550 0.567 0.583 0.600 0.617 0.633 0.650 0.665 
~ o.ooo o.ooo 0,000 0.001 0.003 0.007 0,014 0.030 0.059 0.119 0.299 
6p 0.000 0.000 -0.001 -0.001 -0.003 -0.007 -0.012 -0.0~1 -0.037 -0.066 -0.151 
Tabla 13, 
Elemento simple obtenido por condensac16n del hiperelemento c1 • (Figuras 9, 10 y 11 
- 2 k•1-~ 
15 - 4~ 
Errores abaolutos ~k • k - i(exacto 
o.-'bo o .1o o .20 o. 30 0.40 0.50 0.60 o. 70 o. 80 o. 90 0.99 
k 1.000 0.997 0.987 0.969 0.944 0.911 0.867 0.812 .0.743 0.656 0.558 
¡; 0.500 0.517 0.534 0.551 0.570 0.589 0.611 0.634 0.661 0.691 0.723 
~ o.ooo 0.000 0.000 o.ooo o.ooo 0.001 0.001 0.005 0.015 0.045 0.184 
6p o.ooo o.ooo 0.000 0.000 o.ooo -0.001 -0.001 -0.004 -0.009 -0.025 -0.093 
Tabla 14. 
(Dos elementos compuestos de dos Sifl\ples) . 
¡; - t + ~ {80- 9~ 2 ~ 
32{16- 5~ ) 
Brroree absolutos Ak • k - kexacto 6P • P - ¡;exacto 
0.00 0.10 0.20 0.30 0,40 0.50 0.60 o. 70 0.80 0.90 o. 99 
k 1.000 0,997 0.987 0.971 0.948 0.918 0.878 0,829 0.768 O.ó~l 0.607 
p o.soo 0.516 0.532 0.547 0.562 0,577 0.591 0.605 0.618 0.630 0.640 
,¡¡ o.ooo o.ooo o.~oo o.oo2 o.oo4 o.oos o.o12 0.022 o.o4o o.ou o.2n 
6p o.ooo -0.001 -0.002 -0.004 -0.008 -0,013 -0.021 -0.033 -0.052 -0.086 ~.l.76 
Tabla 15. 
Elemento compue1to de dos h.iperelem.entos condensados 
Krrorea absoluto: Ai • k - k exacto GP • p- pexacto 
o.oo 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 o. 70 0.80 0.90 0.99 
¡¡ 1.000 0.997 0.987 0.~69 0.944 0.910 0.866 0.808 0.730 0.623 0.479 
¡; 0.500 0.517 0.534 0.551 0.570 0.590 0.612 0.637 0.668 0.709 0.763 
61< o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.oo1 o.oo2 o.o12 o.1o5 
6p o.ooo 0.000 0.000 0.000 o.ooo 0.000 0.000 -0.001 -0.002 -0.007 -0.053 
~·abla 16. 
Elemento compuesto de dos subelementos de trea nudos condensados. 
k •1- ~2(12- p2) 
12{3- i, 
Errores absolutos: ¿¡: • - k exacto 
o.oo 0.10 0.30 0.40 
liP • P - Pexacto 
0.50 0.60 0.70 o.ao 0.90 0.99 
¡¡ 1.000 0.997 0.987 0.969 0.944 0.911 0.868 0.813 0.743 0.655 "0.554 
F 0.500 0.517 0.534 0.551 0.570 0.589 0.610 0.634 0.660 0.692 0.725 
~j¡ 0.000 0.000 o.ooo 0.000 0.000 0.001 0.002 0.006 0.015 0.044 0.180 






(a) Matriz de r!gidez (b) Solución inicial 
Figura 1. Barra recta a extensión 
Ajl 
-4 o 4 
Figura 2. Funciones de forma del elemento lineal: 1 tramo 
Figura 3a. Funciones de forma del elemento lineal: 2 tramosiguales 
~1 
-1 o í\ 
Figura Jb. Funciones de forma del eleme nto linea l: 2 tramo s desigua l es 
~~=4 







?.· ~ Ai+l AH= f ;f. 
Figura 4. Funciones de forma del elemento lineal. N-Jtramos 
-f o 




Figura 6. Funciones de f orma del elcmcntc con grados de rr.ov 1-




Fiqura 7. Funcione• de forma del elertento con tres nudoa. 
-.} 
Fi qura 8. Punc i ones de tor !'lll' ~el elemen t o con doe nudos y 
1 gdl inter i o r no cscnci~l. 
VII- 19 
-1 -f 
Figura 9. Hiperelemento de dos nucos (C 1 ). 
Figura 1.0: P.iperelemento con tres nudos. 
VII-20 
-~~ f/a 1 
Figura 11. Elemento con cuatro nudos . 
. clc~r~ento . compuesto . htpe~lemento_ l 




L L, -J. 
Figura 12. Ele~:~ento co~puesto de hiperelementos. 
